CH. 3 — DEMONSTRATION PAR RECURRENCE

1 Reécurrence simple

Pour montrer qu’une propriété (plus précisément un prédicat) P, dépendant d’un entier n est vraie pour
tout entier n supérieur ou égal a ng, il suffit de prouver les deux propriétés suivantes :

(i) la propriété est vraie pour l'entier ng ;

(i) sila propriété est vraie pour lentier n > ng, alors elle est vraie pour Pentier n + 1.

Exemple. Montrons, & l’aide d’un raisonnement par récurrence, que

1
Vn € N* 1+2+3+--~+n:%
n(n+1)

Onmnote P,:« 14243+ +n=—F

»

Montrons par récurrence sur n que la propriété P, est vraie pour tout entier n > 1.

 Initialisation de la recurrence. Montrons que la propriété P, est vraie.
On a
1(1+1)
2

=1
Donc P, est vraie.

o Heredite. Supposons la propriété P, vraie pour un certain entier n > 1.
Montrons que la propriété ,, | est vraie.

14243+ +n+n+1)=1+2+3++n)+(n+1)
nn+1)

e A CEY

=(n+1)(g+1)

> d’aprés P,

n+2
= (n+ 1)

(n+1)((n+1)+1)
2

Donc la propriété P, | est vraie.

D’apres le principe de récurrence, la propriété P, est vraie pour tout entier n > 1.

Exercice n°1. Démontrer par récurrence que

n(n+1)(2n+1)

YneN 124224324 40P = 5

Exercice n°2. Montrer que, pour tout entier n € N*, pour tout réel ¢ # 1, on a :

1— qn+1
l+q+¢++q¢"=——"—
1—q
Exercice n°3. Montrer que Vn € N* 21l Ll
Exercice n° 4. Inégalité de Bernoulli
Montrer que Vz > —1 Vn € N l+nz<(1+a)" avec égalité ssi z =0

Remarque. Une démonstration par récurrence peut s’envisager lorsqu’on est en présence d’une conjecture
dépendant d’'un entier n. La difficulté d’une telle démonstration réside en général dans la nécessité d’avoir
formulé une telle conjecture. Souvent, I’étude de la situation pour quelques valeurs particulieres et simples de
n permet de se faire une idée de la conjecture.
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n
Exercice n°5. Pour n € N*, on pose u, = 134+23+3% + .. +n3 = > k3
k=1

a) Calculer uq, uy, ug, Uy, us.

b) Comparer ces résultats aux valeurs de 1 +2 + 3 4 --- 4+ n pour n € [1, 5].
Emettre une conjecture concernant 1’expression de u,, en fonction de n.

¢) Prouver alors cette conjecture & 1’aide d’un raisonnement par récurrence.

Exercice n°6. Somme télescopique

1 1 1
a) Justifier la relation Vz € R\ {0,—1} m == =

n
1
our calculer S, = ——— en fonction de n € N*
P n ; k(k+1)
b) Redémontrer le résultat obtenu par une démonstration par récurrence.

. vy =1
Exercice n°7. On considere la suite (v,,),,»q définie par 0
vn €N Vpi1 =2+,

a) Ecrire un programme Python d’entéte suite(n) qui renvoie la valeur de Uy,
Conjecturer la monotonie de la suite (v,,),,.

b) Montrer par récurrence que Vn e N 0<wv, <2
¢) Etudier le signe du polynéme P(z) = 2 4+ z — 22
d) Etudier la monotonie de la suite (v,,),,

Exercice n°8. Pour chacune des suites suivantes, exprimer u,, en fonction de n et déterminer sa limite :

ug =1 ug =1 ug =1
a) u _ Uy b) U — Uy, C) U — Uy
ntl = T e N el T 1 )

Exercice n°9. Montrer que, pour tout n € N, 373 —447+2  est divisible par 11

2 Recurrence double

Il peut arriver que, pour I'hérédité, quand il s’agit de démontrer P, ,;, on ait besoin de supposer la
propriété aux deux rangs précédents, c’est-a-dire non seulement pour n, mais aussi pour n — 1. On est
amené a utiliser le principe de récurrence double. On prouve alors que :
(i) la propriété est vraie pour l'entier n = 0;
(ii) la propriété est vraie pour l'entier n = 1;
(i%i) sila propriété est vraie pour Uentier n et pour Uentier n+ 1, alors elle est vraie pour l'entier n + 2.

Exercice n°10. Une relation de récurrence linéaire d’ordre 2
P . Uy =2 u; =95
On définit la suite u par :
YneN u,, o =>5u,,1—06u,

a) Calculer u,, pour tout n € [0, 4]
b) Ecrire un programme Python d’entéte suite(n) qui renvoie la valeur de Uy,
c) Montrer que VneN w, =2"+3"

3 Reécurrence forte

I arrive que pour prouver ,,_, on ait besoin de supposer que P, soit vraie pour tout entier £ < n. On
parle alors de récurrence forte. 1l suffit de prouver que

(i) la propriété est vraie pour l'entier n = 0;
(i) sila propriété est vraie pour tout entier k < n, alors elle est vraie pour Pentier n + 1.

Exercice n°11. Montrer que tout entier naturel supérieur ou égal a 2 posséde un diviseur premier.
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