
Ch. 3 — Démonstration par récurrence

1 Récurrence simple
Pour montrer qu’une propriété (plus précisément un prédicat) 𝒫𝑛 dépendant d’un entier 𝑛 est vraie pour
tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 𝑛0, il suffit de prouver les deux propriétés suivantes :

(i) la propriété est vraie pour l’entier 𝑛0 ;
(ii) si la propriété est vraie pour l’entier 𝑛 ⩾ 𝑛0, alors elle est vraie pour l’entier 𝑛 + 1.

Exemple. Montrons, à l’aide d’un raisonnement par récurrence, que

∀𝑛 ∈ ℕ∗ 1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1)
2

On note 𝒫𝑛 ∶ « 1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1)
2 »

Montrons par récurrence sur 𝑛 que la propriété 𝒫𝑛 est vraie pour tout entier 𝑛 ⩾ 1.
• Initialisation de la récurrence. Montrons que la propriété 𝒫1 est vraie.

On a
1(1 + 1)

2
= 1

Donc 𝒫1 est vraie.

• Hérédité. Supposons la propriété 𝒫𝑛 vraie pour un certain entier 𝑛 ⩾ 1.
Montrons que la propriété 𝒫𝑛+1 est vraie.

1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛 + (𝑛 + 1) = (1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛) + (𝑛 + 1)

= 𝑛(𝑛 + 1)
2

+ (𝑛 + 1)

= (𝑛 + 1) (𝑛
2

+ 1)

= (𝑛 + 1)𝑛 + 2
2

=
(𝑛 + 1)((𝑛 + 1) + 1)

2

d’après 𝒫𝑛

Donc la propriété 𝒫𝑛+1 est vraie.
D’après le principe de récurrence, la propriété 𝒫𝑛 est vraie pour tout entier 𝑛 ⩾ 1.

Exercice no 1. Démontrer par récurrence que

∀𝑛 ∈ ℕ∗ 12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑛2 = 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
6

Exercice no 2. Montrer que, pour tout entier 𝑛 ∈ ℕ∗, pour tout réel 𝑞 ≠ 1, on a :

1 + 𝑞 + 𝑞2 + ⋯ + 𝑞𝑛 = 1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞

Exercice no 3. Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 2𝑛−1 ⩽ 𝑛!

Exercice no 4. Inégalité de Bernoulli
Montrer que ∀𝑥 ⩾ −1 ∀𝑛 ∈ ℕ 1 + 𝑛𝑥 ⩽ (1 + 𝑥)𝑛 avec égalité ssi 𝑥 = 0
Remarque. Une démonstration par récurrence peut s’envisager lorsqu’on est en présence d’une conjecture
dépendant d’un entier 𝑛. La difficulté d’une telle démonstration réside en général dans la nécessité d’avoir
formulé une telle conjecture. Souvent, l’étude de la situation pour quelques valeurs particulières et simples de
𝑛 permet de se faire une idée de la conjecture.
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Exercice no 5. Pour 𝑛 ∈ ℕ∗, on pose 𝑢𝑛 = 13 + 23 + 33 + ⋯ + 𝑛3 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑘3

a) Calculer 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5.
b) Comparer ces résultats aux valeurs de 1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛 pour 𝑛 ∈ J1, 5K.

Émettre une conjecture concernant l’expression de 𝑢𝑛 en fonction de 𝑛.
c) Prouver alors cette conjecture à l’aide d’un raisonnement par récurrence.

Exercice no 6. Somme télescopique

a) Justifier la relation ∀𝑥 ∈ ℝ ∖ {0, −1} 1
𝑥(𝑥 + 1)

= 1
𝑥

− 1
𝑥 + 1

pour calculer 𝑆𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=1

1
𝑘(𝑘 + 1)

en fonction de 𝑛 ∈ ℕ∗

b) Redémontrer le résultat obtenu par une démonstration par récurrence.

Exercice no 7. On considère la suite (𝑣𝑛)𝑛⩾0 définie par {
𝑣0 = 1
∀𝑛 ∈ ℕ 𝑣𝑛+1 = √2 + 𝑣𝑛

a) Écrire un programme Python d’entête suite(n) qui renvoie la valeur de 𝑣𝑛.
Conjecturer la monotonie de la suite (𝑣𝑛)𝑛.

b) Montrer par récurrence que ∀𝑛 ∈ ℕ 0 < 𝑣𝑛 < 2
c) Étudier le signe du polynôme 𝑃(𝑥) = 2 + 𝑥 − 𝑥2

d) Étudier la monotonie de la suite (𝑣𝑛)𝑛

Exercice no 8. Pour chacune des suites suivantes, exprimer 𝑢𝑛 en fonction de 𝑛 et déterminer sa limite :

a)
⎧{
⎨{⎩

𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛
1 + 𝑢𝑛

b)
⎧{
⎨{⎩

𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛
√1 + 𝑢2

𝑛

c)
⎧{
⎨{⎩

𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛

(1 + √𝑢𝑛)2

Exercice no 9. Montrer que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 3𝑛+3 − 44𝑛+2 est divisible par 11

2 Récurrence double
Il peut arriver que, pour l’hérédité, quand il s’agit de démontrer 𝒫𝑛+1, on ait besoin de supposer la
propriété aux deux rangs précédents, c’est-à-dire non seulement pour 𝑛, mais aussi pour 𝑛 − 1. On est
amené à utiliser le principe de récurrence double. On prouve alors que :

(i) la propriété est vraie pour l’entier 𝑛 = 0 ;
(ii) la propriété est vraie pour l’entier 𝑛 = 1 ;

(iii) si la propriété est vraie pour l’entier 𝑛 et pour l’entier 𝑛+1, alors elle est vraie pour l’entier 𝑛+2.

Exercice no 10. Une relation de récurrence linéaire d’ordre 2

On définit la suite 𝑢 par : {
𝑢0 = 2 𝑢1 = 5
∀𝑛 ∈ ℕ 𝑢𝑛+2 = 5𝑢𝑛+1 − 6𝑢𝑛

a) Calculer 𝑢𝑛 pour tout 𝑛 ∈ J0, 4K
b) Écrire un programme Python d’entête suite(n) qui renvoie la valeur de 𝑢𝑛.
c) Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ 𝑢𝑛 = 2𝑛 + 3𝑛

3 Récurrence forte
Il arrive que pour prouver 𝒫𝑛+1, on ait besoin de supposer que 𝒫𝑘 soit vraie pour tout entier 𝑘 ⩽ 𝑛. On
parle alors de récurrence forte. Il suffit de prouver que

(i) la propriété est vraie pour l’entier 𝑛 = 0 ;
(ii) si la propriété est vraie pour tout entier 𝑘 ⩽ 𝑛, alors elle est vraie pour l’entier 𝑛 + 1.

Exercice no 11. Montrer que tout entier naturel supérieur ou égal à 2 possède un diviseur premier.
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